Hermite 対称空間の等方表現の運動量写像と球面内の等径超曲面 by 藤井, 忍 & 高島, 和男
TitleHermite 対称空間の等方表現の運動量写像と球面内の等径超曲面
Author(s)藤井, 忍; 高島, 和男












•Riemann多様体 (M, g) 上の C∞–関数 f : M → R が等径関数であるとは，ある A(t),
B(t) ∈ C∞(R) が存在して，‖grad f‖2 = A(f ), ∆f = B(f ) となること．
•等径超曲面とは，等径関数 f : M → R のレベル集合として定義される超曲面のこと．
•等質超曲面 =⇒ 主曲率一定超曲面 S
n−1内なら⇐⇒ 等径超曲面．








•G/K：rank = 2 の対称空間，
• g = k⊕ p：g のCartan分解
のとき，等方表現 K Ady p の主 K–軌道は球面内の等質超曲面．















def⇐⇒ M：m次元多様体，ω：M 上の微分2–形式 s.t. dω = 0, ω∧m 6= 0．
Lie群 K がシンプレクティック多様体 (M,ω) にHamilton的に作用するとは
( 1 ) K–作用はシンプレクティック形式 ω を保存する，
( 2 ) 次の二つをみたす写像 µ : M → k∗ が存在する：
• 〈dµ(ξ), η〉 = ω(ξ˜, η), ∀ξ ∈ k, ∀η ∈X (M),










なぜなら G/K が rank = 2 のHermite対称空間のとき
( 1 ) 等方表現の主軌道は等径超曲面．
• ある等径関数 ϕ : p→ R のレベル集合．
• ϕ は K–不変関数．
( 2 ) 等方表現 K Ady p はHamilton作用．
• 運動量写像 µ : p→ k∗ が存在．
• µ は K–同変写像．
この事実から「等径関数と運動量写像には何か関係があるのでは？」と考え，次の予想を立てた．
予想　G/K を rank = 2 のHermite対称空間とする．このとき a, b ∈ R を上手く選べば，
fa,b : p −→ R
∈ ∈
P 7−→ a ‖µ1(P )‖2 + b ‖µ2(P )‖2
は等径関数になるであろう．ただし，
• 〈 , 〉 はKilling形式から定まる内積，
• µ1 は p µ→ k∗
〈 , 〉→ k→ u(1) の合成，µ1 は K–同変．
• µ2 は p µ→ k∗
〈 , 〉→ k→ k′ の合成，µ2 は K–同変．
4つの主曲率を持つ，階数2の対称空間のリスト
赤字で書かれているのがHermite対称空間．
type multiplicities g k
B (2, 2) so(5)2 so(5)
(1, n) so(4 + n) so(2)⊕ so(2 + n)
C (4, 3) sp(4) sp(2)⊕ sp(2)
BC (2, (2n, 1)) su(4 + n) su(2)⊕ su(2 + n)⊕ R
(4, (4, 1)) so(10) u(5)
(4, (4n, 3)) sp(4 + n) sp(2)⊕ sp(2 + n)
(6, (8, 1)) e6 R⊕ so(10)
3 現在までの進捗状況
定理　 SO(2 + n)/ SO(2)× SO(n) の場合は予想は正しい．実際，a, b ∈ R を (a, b) = (4, 8)，ま
たはは (a, b) = (−4,−8) とすると
fa,b(P ) = a ‖µ1(P )‖2 + b ‖µ2(P )‖2
は等径関数である．
2 µを求める
定理 (Ohnita) Hermite対称空間 G/K の等方表現 K Ady p の運動量写像 µ : p → k は
µ(P )− µ(0) = (adP )2(Z) = [P, [P,Z]] で与えられる．ただし，
• k = u(1)⊕ k′,
•Z ∈ u(1) s.t. J := adZ は p 上の複素構造を定める，
• ω：ω(X,Y ) = 〈JX, Y 〉 で定義される p 上のシンプレクティック形式,
• k ' k∗.
2 µ1(P ), µ2(P )を求める
命題　
( 1 ) µ1(P ) ∈ u(1) については
• µ1(P ) = −
〈P, P 〉
〈Z,Z〉 Z,





( 2 ) µ, µ1 はLie代数の言葉で表せるので，µ2 もLie代数の言葉で表せる．具体的には
µ2 = [P, [P,Z]] +
〈P, P 〉
〈Z,Z〉 Z.
2 grad fa,b(P ), ∆fa,b(P )を求める
定理 (Kirwan)Ka¨hler多様体 (M, g, J, ω) にLie群 K がHamilton的に作用しているとする．その
運動量写像 µ : M → kに対して f : M → Rを f (P ) := ‖µ(P )‖2と定義する時，grad f = 2Jµ˜(P )P
が成り立つ．
•Kirwanの補題から grad f (P ) = 2[Z, [µ(P ), P ]] であり，‖grad f (P )‖2 = 4 ‖[µ(P ), P ]‖2 である，






‖[Pi, [P,Z]]‖2である．ただし，m = dim pで，{P1, . . . , Pm}
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